H=(DxtgX) + A

-
-
-
-
-
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altura
A altura c}e}i |
del observador Er ©

k D distancia al arbol %h
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definizione

EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Una identitd goniometfrica € una uguaglianza fra
espressioni, contenente funzioni goniometriche di uno
O piu angoli, verificata per qualsiasi valore afttribuito
agli angoli (esclusi quelli per | quali le espressioni
perdono di significato).

Per verificare un'identita goniometricq, si
POSSONO seguire fre metodi.



ESERCIZI

Primo Metodo - Trasformare il 1° membro e renderlo
identico al 2° membro

Verificare la seguente identita: 1
tgo+ctgo =

CoSa - sencx




Secondo Metodo - Trasformare il 2° membro e renderlo
identico al 1° membro

Verificare |la seguente identita:

4 = (tga + ctga)2 - (tga — ctga)2 con Q = k%




Terzo Metodo - Trasformare entrambi i membri per
oftenere due espressioni identiche

Verificare |la seguente identita:

sen’ (J'L’ — (x) + sen’ (% + a) = sec’ (271 — a) — ctg2 (g — 0{) con o= 2k + 1)%




Verificare la seguente identita:

sec2a+1tgo _ 1g? (45°+a)

(D
wn
M
PR
0
1N
O

sec2a—tg2o




con tgo = —1

= cos” a(tga—1) p

sen‘o —cos>a
T . 7T
ossia o0=z——+kavoz=—+kix

(D
wn
0
PR
Q.
il
O

l+1ga




ctg(w—a)-cos’ o . tg(-a)

2
- — =1-(sena +cosa)
cosec’ (—Q) sec” a




1 Sec - Cosecd

sen2o 2

0lzIDJ8S8

Si procedera alla stessa maniera con |'utilizzo
delle altre formule goniometriche.



EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Un’equazione goniometrica € un’equazione che contiene
almeno una funzione goniometrica dell'incognita.

definizione

2cosx—-1=0 € un equazione goniometrica perché
contfiene la funzione cos X.

2xcos(1/4)-1=0 non € un equazione goniometrica
perché non contiene funzioni goniometriche
dell'incognita x. L espressione cos(m/4), che
compare nell’equazione, € una quantita costante.

esempio

Le equazione goniometriche elementari sono equazioni
del tipo:

definizione

senx=a cosx=b tgx=c cotg=d con(a,b,c,d)ENR



] Risolvere I'equazione:
J3

senx =a = senx = —

Disegniomo la retta Y=V3/2. Le sue intersezioni con la
circonferenza sono date dai puntfi B, e B, (entrambi
ordinata pari a ¥3/2).

v -N3  Poiche il seno di un angolo
B, By 2 rappresenta |'ordinata del
o punto della circonferenza
goniomeftrica a cui €

a
3
M associato, allora gli angoli che
hanno seno uguale a 3/2
sono (m/3) e (m-m/3=271/3).




Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica e:

Poiché il seno e una

Senx=—3 = X=£+2kn Vv x=zn+2kn funzione periodica, il

3 3 periodo va sempre
indicato nella soluzione.

E le equazioni:
senx=2 e senx=-3/2

che soluzione hanno?@

Poiché -1<senx<l1, allora I'equazione senx=a con a>1 ©
a<-1, non ammette soluzione (impossibile).

In generale

soluzione

{determinam se —l=sa=sl >x=a+2kn v x=(m-a)+2kn
senx =a =

impossibile se a<-10 a>1



metodo alternativo

Disegnare il grafico
della funzione seno e
tracciare su di esso la
retta y=+3/2.

periodo 2=

La retta interseca la funzione in due punti A e B. Le
ascisse di questi due punti (/3 e 271 /3) sono le soluzioni

dell’equazione:

2

senx = x=§+2kﬂvx=—n+2kﬂ

3

J3
— =
2



2senx—-1=0 = sen =%

Utilizzando la circonferenza goniometrica, cerchiamo i

i L . ; m
punti di ordinata = Una soluzione si ha per x= T
0
. 11 S
un’altra per x=a — =—.
60
R

Inoltre, tutti gli angoli che si ottengono da — e

6 - 6
giungendo (o sottraendo) 27 ¢ i suoi multipli hanno lo
stesso seno, quindi sono soluzioni dell'equazione.

T ag-

x=£+2kn Y x=n—£=§n+2kn




Risolvere I'equazione goniometrica:
2senx—4=0 = senx =2

L'equazione €& impossibile perché
Q / X deve essere -1<senx<1 per qualsiasi
valore di x.

Controlliaomo questo risultato
L'equazione e graficamente con la circonferenzo
impossibile anche  goniometrica. Tracciamo la retta

nel seguenti casi: y=2. La refta disegnata non incontra
senx =—2 senx=3/2 mai la circonferenza goniometrica
senx =-5/4 e qguesto mostra che non esistono

angoli il cui seno e 2.



s ; ; ; ™
Per risolvere I'equazione poniamo x —— = y.

6

Otteniamo l'equazione goniometrica ausiliaria in y, che ri-
solviamo nel modo consueto: '

NG
Seny=—2—.

= L 2
Le soluzioni sono y = 3 + 2km, y= ?'n' + 2k,

Sostituiamo i valori trovati per y nell’equazione

™ : . . b
K= IS risolviamo le due equazioni in x:
5
¢ T () 4
X—————F2km X ———qrb 2T,
Bite oD Orfid

L'equazione assegnata ammette le soluzioni:

x=£+2kn v x=§n+2kn




Risolvere I'equazione goniometrica:
1

Senx = —

Notiamo che il seno non corrisponde ad angoli
particolari, quindi la soluzione la esprimiamo mediante Ia
funzione inversa arcoseno:

x=arcsenl+2kn \Y; x=n:—l.7t+2kn




] Risolvere I'equazione:

1
COSx=b = Ccosx = —5

Disegniomo la retta X=-1/2. Le sue intersezioni con |o
circonferenza sono i punti B, e B, (enframbi ascissa pari a
-1/2).

|_x
<

X=-— . s .
Poiche il coseno di un angolo

rappresenta |'ascissa del
punto della circonferenza

X goniomeftrica a cui €
associato, allora gli angoli che
hanno coseno uguale a -1/2
sono (2x/3) e (-2 /3).

LN

Y




Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica e:

1 ) Poiché il coseno e una funzione
COSX=—— = x==x—gm+2kn periodica, il periodo va sempre
2 3 indicato nella soluzione.

E le equazioni:
COSX=2 € COsx=-3/2

che soluzione hanno@

Poiché -1<cosx<1, allora I'equazione cosx=b con b>1 o
b<-1, non ammette soluzione (impossibile).

In generale

soluzione

determinata se -1<b<1 > x =+ 2kt

cosx=b =
{impossibile seb<-10b>1



metodo alternativo

Ay=cosa

+1

Disegnare il grafico
della funzione coseno
e fracciare su di esso
la retta y=-1/2.

o ® 3w/2
op» 120 180°  240%70°0/ 1 1
T T T T T T
L1200 ! i1 /300° 400°
w/2 i

! |
L el T T S pe— 'I'_':"'ﬂ ___________

o R e e e B e '_ - periodo 2«

La retta inferseca la funzione in due punti A e B. Le
ascisse di questi due punti (120° e 240°) sono le soluzioni

dell’equazione:

oS X = -% — x=(180°=60°)+k360° v x = (180° + 60°) + k360°



ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo 2cosx — V3 =0

Risolviamo I'equazione rispetto a cos x:

2cosx—V3 =0 — cosx:—\éi.

Sulla circonferenza goniometrica, cerchiamo i punti

di ascissa 5

- : T p I8
Una soluzione si ha per x = r laltra per x = R

Tenendo conto che il periodo della funzione coseno
e 27, le soluzioni dell’equazione data, in forma sinte-
tica, sono:

X =i%+ 2k,




Risolvere la seguente
equazione goniometrica:

J2
COSSx = 7

Ponendo 5x=vy, I'equazione diventa elementare:

\ 2 soluzione

COSy=—
g 2

> y=i£+2kﬂ

>
>

L}
|G

o
l\)‘s‘

Sostituendo 1 valort di y in 5x=y, troviamo la soluzione

dell’equazione:

JU

4

T 2

Sx=y=5x=x—+2kn = x=x—+—kx

20 5




Risolvere le seguenti equazioni goniometriche:
cosx=2 cosx=-3/2 cosx=5/4 cosx=-12

Le equazioni sono impossibili perché deve essere
-1<cosx<1 per qualsiasi valore di x.



) Risolvere 'equazione: Tenendo presente che Ila

tangente di un angolo e

18X == 18X = |I'ordinata del punto

) d'intersezione della retta

Y tangente in E con la retta OP
che individua I'angolo, allora:

e
6 :
p|_- 1. Tracciomo la retta tangente in
/F V3 E alla circonferenza e
3 e | .
Q

5 > individuiamo punto di
ordinata V3/3. La retta OP, che
iIntferseca la reftfa tangente in E
in V3/3, individua I'angolo 7 /6.

2. Prolungando OP otteniamo il punto Q, corrispondente
a un secondo angolo 7m/é con tangente 3/3,
oftenuto aggiungendo a x /6 il periodo .



Quindi, la soluzione dell’equazione goniometrica e:

\/g o Poiché |la tangente e una funzione
fgx=— = x=—+kn periodica, il periodo va sempre
3 6 indicato nella soluzione.

A differenza delle funzioni seno e coseno, la funzione
tangente e determinata per qualunque valore reale di c.

In generale

soluzione

> x=o0+k

tgx =c = determinataVec €N



metodo alternativo

[ y=tgx

Disegnare il grafico della
funzione tangente e
tracciare su di esso la
retta y=+3/3.

periodo

Nel periodo (0,7) della tangente, la refta interseca la
funzione In un solo punto A. L'ascissa /6 del punto
rappresenta la soluzione dell’equazione:

J3 T
1gx=— = x=gn+kn

3



ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo ’equazione:

tg(x+%)= V3.

Poniamo x + % = y.

Otteniamo I'equazione tg y = /3.

Tracciamo la retta tangente alla circonferenza nel punto
A origine degli archi e prendiamo sulla tangente il punto
T di ordinata V/3 . Tracciata TO, vediamo che al valore

V3 della tangente corrispondono I'angolo % e tutti quel-

T

li che si ottengono da aggiungendo un multiplo di 7.

3
_—— . -
Le soluzioni sono y = g E k.
Sostituiamo il valore trovato per yin x + —g— = y erisol-
viamo 'equazione ottenuta:
xt =L 4kt - x=—2+LZ + kn — x=km.

5 3 3 3
Le soluzioni dell’equazione assegnata sono:

= Lo,

A




PARTICOLARI EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Le seguenti equazioni si risolvono come quelle elementari,
ossia tfenendo conto della definizione e della periodicita.

1) Risolvere I’equazione:

seno = senat’

a=a' +2km

] Soluzione:

a=oa'+2kx v a+a'=a+2kn

3

a+a =1+ 2K

-
N

j X

Yl
GI
'3
\O

Due angoli hanno
lo stesso seno
quando sono
congruenti o
supplementari, a
meno di un numero
intero di angoli giro.



1 Risolvere I'equazione: Poiché -sena’=sen(-a') (angoli
sena = —senat’ associati), I'equazione diventa:

seno = sen(—a') —LE=4L=% 5 senf3 = senf’

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.

O Risolvere I'equazione: Poiché cosa’=sen(11/2-a’) (seno
Seno = cosa' e coseno sono uguali guando gli
angoli sono complementari),

I'equazione diventa:

sena = sen(f _ a') p=c ﬁ'=(§_a')

> senf = senp'
5 p p

In questo modo ci siamo ricondoftti al primo caso.



A Risolvere I'equazione: Poiché -cosa’'=-sen(t/2-«’),
seno. = —cosa' I'equazione diventa:

5 > senf3 = senf3'

)l

Senol = —Sen(— -

In questo modo ci siamo ricondotti al primo caso.



2) Risolvere '’equazione: 1 Soluzione:

forma

|
COS =COSX a=0'+2kmvo+o' =2ky—LRY 5o =o'+ 2kiT

‘
<

A A

Due angoli hanno lo
sfesso coseno quando
sono congruenti

YA
T o X 0 oppure opposti, a
a meno di un numero

intero di angoli giro.

a=aqa + 2k a=-qa' + 2Kt

XV

O Risolvere I'equazione: Poiché cos(mr-a)=-cosa (angoli
COSO = —COSC! supplementari hanno coseni
opposti), I'equazione diventa:

P=a B'=m-a'

cosa =cos(rt—a') > Ccosf3 =cosf3'

In questo modo ci siamo ricondotti al secondo caso.



3) Risolvere I’equazione: 1 Soluzione:

tga =1go’ a=o'+kx
YA
Due angoli hanno Ila sfessa
f ' tangente quando sono
< = congruenti, d meno di un
A J numero intero di angoli piatti.
0 Risolvere I'equazione: Poiché tg(-a)=-tga (angoli
tgor = —tgar' associati), I'equazione diventa:

tgor =tg(~a') —EL=4— 19 =tgf'

In questo modo ci siamo ricondotti al terzo caso.



ESERCIZI

Risolvere la seguente equazione:

Poniomo: a=-x-—- o =—x-—

Soluzione = a=a'+2kx v oao+a'=a+ 2kt

lx—£=lx—£+2kﬂ Vv l)c—£+lx—£=ﬂ+2k.7t
2 2 4 4 2 2 4 4
: : : 7 8
Svolgiamoicalcoli: |(x=mx+8km v x=§n+§kn




Risolvere la seguente equazione:

T T
tg|3x+—|=tg|4x——
oore )l 5)

Poniamo: a=3x+£ a'=4x—£
7 8
. , T T
Soluzione = a=o'+kn = 3x+7= 4x—§+k7r
. . . 15
Svolgiamo i calcoli: X= gn—kn




ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo le seguenti equazioni:

a) sendx = sen(2x — %)

Poiché sena = sena’ e a = o'+ 2kt V a + o' = w + 2kn e nell’equazione data é o = 4x e

o =2x— %, dobbiamo risolvere le due equazioni:
s dx=2x— 7 +2%kn — &=—T+2%T — x=—¢+km
s 4x+2x—%=7t+2k7t - 6x=%+7t+2k7t — 6x=%7t+2k7t — x=%7t+k%.

£+k7er=ln+k%.

In sintesi: x = — 6 9



b) sen(3x <F %n) =— sen<2x = %n)

Per le proprieta degli archi associati —sen @ = sen(— @), quindi riscriviamo I'equazione cosi:

sen(3x S %n) = sen(— X %n)

Procediamo in modo analogo a quello dell’equazione precedente. Dobbiamo risolvere le seguenti
equazioni:

. 3x+—;7t=—2x+—§—7t+2k7t = 3x+2x=—-2~7t+—§—7t+2k7t =
5 4 5 4
o e = e N 7
— 5x = 20 + 2kt — 5x= —207t+2k7t x = 1007t+ k7t,
2 S 2 3
e 3x+=-mMm—2x+—-m=mw+2kt - 3x—2x=—-"TmT——mw+mT+2kt —>
5 4 5 4
~ —87 — 157w + 2071 =
S A — 20 + 2kt - x —207t+2k7t
In sintesi: x—Ln+ anx——in+2k7t

100 20



C) cos6x = cos(x —_ %)

Tenendo conto che cos@ = cos @’ & a = + @’ + 2kmw, dobbiamo risolvere le seguenti equazioni:

— T . __ T o e T
e 6X = Xx 3+2k7r b 3+2k7t X 15+ k7t,
T T . - e =
e 6x = x+3+2k7t 7x 3)+2k7t X 21+ k71'
Insmte31x——ﬁ+Sanx—H+7k7t
d) sen(x + %) = cos 3x.

L’equazione si puo trasformare utilizzando gli angoli associati nella seguente:

T _ T _
sen(x+ 4 ) = sen( > 3x).

Si hanno le equazioni: Le soluzioni sono:

ex++ =L _ 354 o2km; dx = 4 2km V —2x = % 4 2km, ossia
4 2 " 4

ex+ X+ 3y =74 2kn X = —+k—Vx————k7t
-+ 2 ' 16 8



e) tg(x = %) = tg STx

Poiché tga = tga' & a = a' + km, posta la condizione
T ;& < T 2 3 6
X—eF5 +k7t/\6x7é > +kt - x# 37t+k7t/\x7é 57t+k57t,
si ha:

x 6—6x+k7t X 6x + kT ¢ 6+k7t X = T + 6kT.

Le soluzioni sono accettabili.

2 ) = ( _ 1)
tg(3x+ 5T tg| 2x 4)
; 2 T T , T T T 3 T
Poniamo: 3x+?n;é7+k7t/\2x— 17 5 +kr - x# 30 +k 3 Ax # S T+ k 5
Per una delle relazioni fra archi associati, 'equazione ¢ equivalente a:

tg(3x p ln) = tg(— 2x + l)

> +
Analogamente al caso precedente, dobbiamo risolvere I'equazione:
2. ks L =8+ O _ 3z T
x+ o= 2x+4+k7t — 5x = 20 +kr - x= 100+k5.

Le soluzioni sono accettabili.



EQUAZIONI RICONDUCIBILI A EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Risolvere la seguente equazione:

2cos*x—cosx =0

Ponendo cosx=y, |'equazione diventa:

soluzione 1

2y -y=0 = yQy-1)=0 —2&0— y =0 V=5

Pertanto, la soluzione dell’equazione di partenza consiste
nell’'unione delle soluzioni delle seguenti equazioni
goniometriche elementari:

T
> X=—+km
2

soluzione

cosx=y, = cosx=0

1 soluzione

T
COSX =Y, =>cosx=§ >x=i§+2kn




Risolvere la seguente equazione:

2senx+5cosx—-4=0

1. Utilizzando la relazione fondamentale:

2 2
sen"x+cos x=1

da cui

2 2
> sen"x=1-cos” x

esprimiamo I'equazione in funzione soltanto di cosx:

2(1-cos” x)+5cosx—4=0 —“%“ 5 2¢cos* x—5cosx+2=0

2. Ponendo cosx=y, I'equazione diventa:

3. La soluzione e:

- 1
2y2_5y+2=0 soluzione >y1=2 y2=5
cosx =y, = cosx=2 impossibile

1 soluzione > X =+

COSX =Y, = COSX = 5




Risolvere la seguente equazione:
tgx+2ctgx =3

Utilizzando la definizione di cotangente ed effeftuando |
dovuti passaggi algebrici, I'equazione diventa:

1 X - 2
tgx+2-—=3—>tgx Sigx+ =0
19X 189X
Discussione dominio olusione T
, : . tgx =0 S x = —+ kT
dell’equazione: o)

Si puo eliminare i| mcm, e ponendo tgx=y, I'equazione
diventa:

y2_3y+2=0 soluzione >y1=1 y2=2



La soluzione dell’equazione di partenza consiste
nell’'unione delle soluzioni delle seguenti equazioni
goniometriche elementari:

soluzione JT

tgx=y, = tgx=1 > x=z+kn

> x=arctg2 +krn

soluzione

1gx=y, = tgx =2

Le soluzioni sono enframbe accettabili in quanto fanno
parte del dominio delle soluzioni dell’equazione.



Risolvere la seguente equazione:

cos2x+cosx=0

Utilizzando le formule di duplicazione:

cos2x=2cos’x—1

esprimiamo I'equazione in funzione soltanto di cosx:

soluzione

2¢c08" X+cosx—1=0 —==r 5 2y 4y _1=0

La soluzione e:

>y =-1

COSX =y, => cosx=—1 —2 5 ¥ 742k
1 soluzione T
COSX =, =>cosx=5 >x=¢§+2kﬂ
7T T
S x=§+2kn % x=(2n—§)+2kﬂ

1

Yo ==

2



Risolvere la seguente equazione:

tg’ (f) +cosx=1

2

- e . »(x) l-cosx

Utilizzando le formule di bisezione: g1 —|=
2] l+cosx
nell’equazione 1-cosx COS” X — COS X
. +cosx=1= =0

compare solo cosx: 1+Cos x 1+ cCos x
Discussione dominio solusione

> x =+ +2kT

, : l+cosx=0
dell’equazione:

Si puo eliminare il mecm, ,
e ponendo cosx=y, Y -y=0
I'equazione diventa:

soluzione

>y =0 y,=1



Come al solito, la soluzione si riduce a quella delle
equazioni goniometriche elementari:

T
> X=—+kn

2
COSX =y, => COSx =1 XM s x =Dy

soluzione

cosx =y, = cosx=0




ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo le seguenti equazioni:

a) cos’x + sen?2x = 1.
Questa equazione contiene funzioni goniometriche sia di x, sia di 2x.
Esprimiamo tutto soltanto con funzioni goniometriche di x, utilizzando le formule di duplicazione:
cos?x + (2senx- cosx)? = 1.

Svolgiamo i calcoli: cos?x + 4sen®x - cos?x = 1.
Esprimiamo sen’x come (1 — cos”x), in modo da avere un’equazione contenente solo il coseno di x:
cos?x + 4(1 — cos®x) - cos’x = 1.

Svolgiamo i calcoli: 4 cos*x — 5cos?x +1 = 0.
Questa ¢ un’equazione biquadratica del tipo ay* + by* + ¢ = 0.
Poniamo cos’x = y e otteniamo 'equazione:

1

+25 — +
4> —5y+1=0, dacui y= i 285 16 553 =<1
4

1
- cosx=+— - x=i-7-t—-+k7t;

-0 - S
A= dacui cos*x = 4 = 3

y2=1, dacui cos’x=1 — cosx=%+1 — x = km.



b) sen(x — %) + cos(x + % n:) + cos 2x = 0.

Applichiamo le formule di addizione, sottrazione e duplicazione in modo che I'argomento delle fun-
zioni sia solo x:

(sen x-cos% =1C0S x-sen%) == (cos x-cos% T — sen x - sen % 7t> + (cos’x — senx) = 0.

Svolgiamo i calcoli:

(% sen x — %cos x)+ (—% COS X — %sen x)+ [cos?x — (1 — cos?x)] = 0

2cos’x—cosx—1=0.

Poniamo cosx = y,

1
PENVIES 15
e )= 4 T4 _<

da cui:

—e b —
== COSX

vw=1—= cosx=1—= x=2kn



EQUAZIONI LINEARI IN SENO E COSENO

Un'equazione goniometrica si dice lineare in senx e
cosx quando assume la forma:

auoiziuysp

asenx+bcosx+c=0 (a,b,c)EN (a,b)=0

Metodi risolutivi

J Metodo algebrico

senx —~3cosx=0 caso in cui c=0

Dividiamo entrambi i membri per cosx#0 (con la
condizione x# 7w /2 +k ).

otteniamo una T

equazione elementare _ soluzione _
= ftgx=x/§ S x=—+kn

senx_\/g COSX _ 0

COS X COSX COSX

Soluzione accettabile in guanto soddisfa la condizione.



senx+cosx—1=0 caso in cui ¢c=0

In questo caso dobbiamo utilizzare le formule
parametriche:

2t 1-¢
senx = - COsSX= 5
1+¢ 1+¢
X i X
con t = tg= —<ondione E¢E+kn = x =+ 2k

Pertanto, prima di risolvere |'equazione, dobbiamo
verificare se I'equazione soddisfa la condizione x# 7w +2k 7t .

Poniaomo x=7m nell’equazione:

senw+cosm—1=0 —% 5 0+ (=1)=1=0

Poiche I'uguaglianza € falsa, la condizione e soddisfatta
per cui x=7m +2k Tt non e soluzione dell’equazione.



Possiamo passare alla soluzione dell’equazione,
sostituendo a senx e cosx le formule parametriche:

2 calcoli, otteniamo
2t +1_t ~1=0 equazione di 2° grado S tz—t=0

senx+cosx—-1=0 = > >
1+t° 1+¢

soluzione S tl _ O tz =1

Ci siamo cosi ridotti a risolvere equazioni goniometriche
elementari:

X X - T
to =t = to— =0 2w S _ kg = x=2kn
g2 ] 82 )
tg£=t2 = pgt o] —setuione (T T pm— x =T i 0kn
2 2 2 4 2
Soluzione

x=2km v x=£+2kn

2




J Metodo grafico

\/gsenx+cosx—2 =()

Usiomo la geometria analitica, trasformando I'equazione
nel seguente sistema:

r\/gsenx+cosx=2 Graficamente corrisponde
| , , all'intersezione di una retta con
(COS™ x +sen”x =1 una circonferenza diraggio 1.

fX_l
. Br+x=2 >
Poniamo senx=Y € COsx=X: soluzione
X2 +Y%:=1 Y=£
| 2




Rappresentiamo
graficamente la soluzione,
disegnando la refta, la
circonferenza e il loro
punto d'infersezione (retta
tangente).

DV

Sostituendo a X=cosx e a Y=seny, il sistema diventa:

X = COSX =

X=Ccosx
Y=senx _

Senx =

1
2

J3
2

Y =

1
2
J3

2

soluzione

T
> x=—+2kT

3




J Metodo angolo aggiunto

: - ;
asenx + bCOS.X +C = 0 equivalente a:

> rsen(x+a)+c=0 = sen(x+a)=-—
dove r=+a*+b’ tga=é

r

a
r=\143=2 P 1
senx —~/3cosx +1=0 —ga==3 > a=—m3 sen(x— _) — _5

Abbiamo cosi frasformato I'equazione lineare in una
equazione elementare, la cui soluzione ée:

JU

x——=(2n—£)+2kn = x=§n+2kn
3 6 6

x—£=(n+£)+2kﬂ = x=§n+2kn
3 6 2




Risolvere la seguente equazione goniometrica lineare:

\/§COSX+S€nX = \/g

01Z1019S9

J Metodo algebrico

L'equazione e del tipo acosx + bsenx + ¢ =0 con ¢ # 0. Per risolverla ci serviamo delle formule parametriche:
]

5o .
_[g? By tg“7

senx= MT , COSXx = {2 L
o 5 O 2

Poiché tali formule valgono per x # m + 2k, dobbiamo verificare se x = + 2kw ¢ una soluzione dell'equazione
data. Sostituiamo alla x il valore m nel primo membro dell’equazione data:

I 3 e
V3cosm+senm=—V3+0=-V3#V3
In questo caso x = + 2km non ¢ soluzione dell'equazione data.

Se x = + 2km avesse soddisfatto I'equazione, 'avremmo considerata come una soluzione.

~

Determiniamo le soluzioni diverse da w + 2kw. Ponendo 1 =tg = le formule parametriche diventano:

21 1— ¢
SEN X — s COS— et
+ 12 1+ £2

Sostituiamo tali espressioni nell'equazione data:

Rl 21 V31— 242t V3 +#)
\/5 = - _ ) :\f Ly ’ - — ‘ : - .
VR ] dag 1+ £ T2

iy N/BN[BR L D=3 L A/B2,

.~



L'equazione ridotta in forma normale é:

Sk 1=0
\/§t2—1=0—>t(\/3t—1)=0<\/§t_1_0 £ e

—__>t:—-

V3 3

Poiché ¢ = tg;, per risolvere I'equazione di partenza dobbiamo risolvere le equazioni elementari:

X X \/5

tg—z':O, tg2= 3

X X

= kbm — x =2km;

2
x V3 X 27 T
il 2 —>?=£_-+/ew—>x=—+2/ew—>x=?+2/ew.

2 3 0 §

o = bk T m
Le soluzioni dell'equazione data sono: x = 2km; x =— + 2k,



J Metodo grafico

Trasformiamo 'equazione nel sistema:
{\/gCOS.X' +senx = \/5
cos’x + sen’x =1
Poniamo senx = Y e cosx = X e sostituiamo nel sistema:
V3-X+Y=V3 —  equazione di una retta
X*+y*=1 —  equazione della circonferenza goniometrica
Risolviamo il sistema ricavando Y dalla prima equazione e sostituendo nella seconda:
Y=—V3-X+V3
X2+ (—V3-X+V3)P=
Risolviamo la seconda equazione:

XA+ (BXe+3—06X)=1 = 4X2—6X+2=0 —= 2X¥*—3X+1=0

N|>——= T



Riprendiamo il sistema:

(=1
oS i
y=-V3-X+V3 | he
1 —= s L
X=1v X=— X=_2‘
2 MEER S
i

Disegniamo sul piano cartesiano la retta e la circonferenza (figura a).

La retta interseca la circonferenza nei due punti E e A.

Sostituiamo i valori trovati a cos x e sen x, ottenendo -

due sistemi di due disequazioni elementari:

sx=1
1. {Cosx S Cap=00h
senx =10
( i
cosx=—2— =
2 —  x=—+2km.
B V3 3
senx=7

Le soluzioni dell’'equazione data sono (figura b):

x=2km e x=—§—+2/e17.

L.
ot

Y = \3X «/3"{

Y

O

x2+y2=1"




J Metodo angolo aggiunto

5 (= o 3 [ =, = SromtNsea ey . Ak |
Poiché a senx+ bcosx=rsen(x+a) con r=Va + b | vl
b 3 it
e tgoe = —, nell’equazione data, per 'espressione 3+ 2k
a
/2 | . |
V 3 cos x + sen x abbiamo: |
r=Nlds=ditgas— 1 2 a=— | O X"
2,
'quindi I'equazione equivale a:
T |
m W |
2sen (‘\' g > -—j--) =9, |

5

equazione elementare che sappiamo risolvere.

poniamo
JT \/§ Y =+ \/g soluzione JT T
sen| x+— =7 3 >Seny=7 >y=§+2kjrvy= J'L’—E + 2k

La soluzione dell’equazione é:

V1 T T -
X+—=y = x+—="+2kg —" 5 x=2kn

3 3 3

x+ 2= y = x+£=%ﬂ+2kn

3 3 3

soluzione

s x=Z 4 2kn
3



EQUAZIONI OMOGENEE DI 2° GRADO IN SENO E COSENO

Un'equazione goniometrica si dice omogenea di 2°
grado In senx e cosx quando assume la forma:

auoiziuysp

2 2
asen“x+bsenxcosx+ccos " x=0

d 1° caso: a=0 oppure c=0
2
senxcosx+cos  x=0

Raccogliamo a fattor comune e risolviamo:

soluzione T

cosx=0 X=—+kn
cosx(senx +cosx)=0 equazione lineare
dividiamo per
cosx=0 —> x=l+kr soluzione TT
senx +cosx =0 2 tgx =—1 x=_z+kﬂ




] 2° caso: a#0 e c+0

senzx—(1+\/§)senxcosx+ 3cos’x=0

Dividiomo enframbi i membri per cos’x#0 (con la
condizione x# 7 /2 +k 7t ) e risolviomo:

tgzx—(1+\/§=\/§)tgx+\/§=0—tgﬁbyz—(l+\/§)y+\/§=0 soliione vy =1 y2=\/§

Ci siamo cosli ridotti a risolvere equazioni goniometriche
elementari:

' JU .
18X = y, = 1gx =1 soluzione Ly - SOlthlOne
4

JU T
—— soluzione JU X = -+k.775Vx=_+k;7;
18X =) 1gx =3 ; >X=§+kn 4 3



J Osservazione

2 2
S5sen x—2\/§senxcosx+cos x-2=0

Un’equazione omogenea di 2° . _1-coslx
grado puo essere risolta 2
trasformandola in una equazione COS2x=1+cos2x
lineare tenendo presente le 2
seguenti formule goniometriche: DSenxcosx = sen2x

Quindi, I'equazione assume la forma:

S(I_C;SZX)—\/gsen2x+1+C282x—2=O da_cul >\/§S€n2x+3cos2x=0



Risolviaomola con uno dei metodi studiati (metodo
algebrico):

dividiamo per
0082x¢0—>2x¢£+kﬂ%x¢£+k£
J3sen2x +3c0s2x =0 2 A—2— fodx = -3
- 7T 7T TT .
soluzione o, 1 5 —E +kn=x= g + kz accettabile




J equazione riconducibile a omogenea di 2° grado

2\/§S€n2x — Senxcos x + \/§ COS” X = x/§

Moltiplichiamo il secondo membro per sen?x+cos2x
(operazione possibile perché sen?x+cosx =1):

2 2 2 2 ]
2/3sen’x — senxcosx ++/3 cos? x =+/3 (sen X +COS x) caleoli_y, [3con’x — senxcosx =0

Abbiomo cosi ottenuto un'equazione omogenea di 2°
grado con c¢=0. Raccogliamo a fattor comune e
risolviamo:

Senx = 0 soluzione X = kﬂ'
equazione lineare
senx(\/gsenx —cosx)=0 dividiamo  per
cosx=0 —> x=ltkm \/g soluzione T
J3senx-cosx =0 2 tgx=? x=g+kﬂ




M
O
)
&
O,
N
@)

\/§th +CIgx = J3+1




\/§th +CIgx = J3+1




ESERCIZIO GUIDA
Risolviamo I’equazione:

2V/3 cos?x — 2senxcosx = \V/3

L’equazione non &, cosi come ¢ scritta, un’equazione omogenea, perché compare il termine noto \/3.
Usiamo la relazione sen® x + cos® x = 1 per trasformare 'equazione data nell’equazione equivalente:

21/3 cos’x — 2senxcosx = V3 (sen?x + cos’x) — V3 cos’x — V3 sen®x — 2senxcosx = 0.

Risolviamo I'’equazione omogenea ottenuta.

T

Verifichiamo innanzitutto se x = >

primo membro:

+ k7 ¢ soluzione dell’equazione data. Sostituendo % alla x nel

Zﬁcosz%—Zsen%-cos%=0—2-1-05&\/5.

—- + km non ¢ soluzione dell’equazione data. In caso contrario, avremmo considerato tali angoli tra

2
le soluzioni.

X =

Cerchiamo eventuali altre soluzioni. Supponiamo x # % + k7 e, dividendo entrambi i membri dell’equa-

zione per cos® x, otteniamo un’equazione equivalente alla data:

2 2 2
> COS™X > SEN"X S€EN X COS X 0 Ssen x sen x

V3= 3= —2 — = —»\f—\@( )—2 =0 -
CosS™ X COoS™X COoS™X CoS™ X COS X COSX

- V3 —-V3tg?x—2tgx=0->V3tglx+2tg x— V3 = 0.



Poniamo y = tg x,

V3y +2y V3 =0,

1+ V1-V3(=V3) _ —1+V4 _ —142
a V3 S e

Poiché y = tg x, si ha:

tgx=—\/§—>x=2_7r+k7t; tgng

3 6

2T

Le soluzioni dell’equazione data sono: x = —

—~x =1 +km.

+kTVx =% + k.

6




Sistemi Equazioni
Goniometriche



SISTEMI EQUAZIONI GONIOMETRICHE

| sistemi di equazioni goniomeftriche vengono studiafi e
risolti con i metodi algebrici applicati ai sistemi di

equazioni algebriche.

4cos” x+3cos’ y=4

2cosx+5cosy=06

Ponendo cosx=X e cosy=Y, il sistema diventa:

-

4( 0=y 2 +37% =4
{4X ? + 3Y ? = 4 metodo sostituzione > ) 2 -
2X+5Y =6 _
¥ 6 25Y

Risolviamo la prima equazione. Facendo i calcoli diventa:



TY? —15Y +8=( —oluione >Yl=§ Y,=1
7

g Soluzione Impossibile perché
cosy=lecosy=;>l deve essere -1<cosy<1 per
qualsiasi valore di y.

Consideriamo, pertanto, solo la soluzione Y=1, per cui la
soluzione del sistema ée:

soluzione

Y=1  [cosy=1 > y=2kn

3 1 = o 1 . T
X=— COS X = — ——Souone >X=i§+2k.775

soluzione
sistema

~
>




01Z12J8S3

Risolvere il seguente sistema di
equazioni goniometriche:

a) Ricaviamo x dalla prima equazione e sostituiamo nella seconda:

( —
1]
5 Y

-

e

T
sen (T —— J') +senyp=1

e

\

Per risolvere la seconda equazione, utilizziamo le formule parametriche: cos y = —

Y ,
t=1tg——-, con y# m+ 2km:

Le soluzioni sono:

. 5 e
=0 da cui T = b

Le soluzioni del sistema sono:

—

o5 )
— y=2km; t=1 da cui —

(

\

T
o =——
5 )

-

cosyt+seny=1

¢ g1}

2 4

\—T—Z/e'n x= —2km
- v
v
y=2km ) + 2 b

:%—Jr'/\?’n

T
X+y=—

) 2
senx + seny =1




. . . . el

Rlsolv.ere.ll seguente sistema di COSHcosy=\/_+
equazioni goniometriche:

J3-1

COSX—COSy=——

! 2

01Z124983

b) Sommiamo membro a membro le due equazioni del sistema:

( !
V3+1
COSX T COSY=—""—
) 2
£
N g—]
COSX— COS Y=
\ 2 2
/3 o Le soluzioni del sistema dato sono:
2c0sXx=V3 = cosx= )\ — x== (— + 2k, r =
2 ) ;
x=t—+2kxn
Sottraiamo la seconda equazione dalla prima: 6
( L o Y=t —m+ 2k
, V3+1 e -
COS X+ COs Y= —
‘ 2
VH—1
COS X — COS = :
\ ‘ 2
1 1

2C08 =1 — -cOSP=



Equazioni goniometriche
parameftriche



INTRODUZIONE

Se in una equazione che dipende dal parametfro k
fissiamo un infervallo a cui devono appartenere le
soluzioni, Il numero di soluzioni varia al variare di k.

Utilizzicmo i metodo grafico nei seguenti esempi di
discussione di equazioni parametriche goniometriche,
ossia della ricerca di tale numero di soluzioni.



DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE
PARAMETRICHE DI 1° GRADO

. . ksenx —2k+1=0
Discutere la seguente equazione < )

goniometrica parametrica di 1° grado: O<sx<Znm
g 3

Dividiamo per &% ( e isoliamo sen x: B Supponiamo k% 0 in
quanto per k=0 I'equa-
2k—1 zione diventa:
b Ossenx—=2¢0+1=0,
| =0, impossibile.

SCNLX =

Poniamo uguali a y i membri dell'uguaglianza:

J=seny
2h—1
b

y



Graficamente le soluzioni dell'equazione sono le ascisse dei punti di inter-
sezione fra la sinusoide e il fascio di rette parallele all'asse x, rappresentato

2 .
dalla seconda equazione, nell'intervallo [O; ?w} (figura 13).

" <« Figura 13. Gli interval-
y1 li in cui si hanno soluzioni
hanno per estremi i
1 valori 0, T el
V3 2
b £l “—ERei =T,
2 2 3




\<;

N
—

Determiniamo i valori di & corrispondenti ai valori di y estremi degli inter-
valli da considerare:

tt O 0 e 0 % :
reua CL —> )P = _—— = —_— b= —.
P J 7 5
V3 2k—1 V3
retta per A — v=—5 =% = - — 4k—2=\3k—
) 2 R 2
il S AN -
S 4—V3. 7 13 ’
2k— 1
retta tangente — y=1 —» 5 =1— k=1.
L'equazione ha:
. 1 2(4 +V3)
una soluzione per ?S k<< 13 :
204+ V3
due soluzioni per : ) = k=1,



r JU
Discutere la seguente equazione l‘g(X+§)=k

goniometrica parametrica di 1° grado: , T
<X<—

~

Ponendo x + = x' si ottiene I'equazione y = tg x’ con le limitazioni

o] = i 7T<x’<5
— St s ==
3 2 3 3 6

Si tratta percio di discutere il seguente sistema
misto

W<x’<5
e ][y
3 6

che rappresentiamo graficamente nel sistema
cartesiano x’'Oy.

Dalla figura 4 si puo notare che interessano le
intersezioni delle rette del fascio di equazione
y = k con gli archi di tangentoide disegnati in
colore; possiamo cosi concludere che vi e

3
una soluzione per k < —--%_——\/ k > /3.

Osservazione. Si poteva anche procedere
considerando il grafico della funzione

7 N




DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE
PARAMETRICHE DI 2° GRADO

, , kcos*x+2cosx—k+1=0
Discutere la seguente equazione
) 7T

goniometrica parametrica di 2° grado: [|0<x<—

\ 3
Discutiamo:
kcos®x+ 2cosx— k+1=0
, - .
Gt Ponendo y= ¢° si ottiene:
5
: 4
Poniamo cos x = t. Di conseguenza: v+ 2t—k+1=0
T 1 B i =
se O=<tp=t——; allopa =——=3j=C1, s
3 2 ¢ Y= !
. . 1
Il sistema diventa: —) S s |
\ i

kt* +2t— k+1=0

1
e e |
3



ky+2t—k+1=0
{ "})z [2

1
=]

|

Le due equazioni sono interpretabili graficamente come un fascio di rette di
centro €| = 2y 1 ] e una parabola con il vertice nell’origine (figura 14).

x : y A
\ 1




;
ky+2t—k+1=0
L Y=

1
=g =
2

\ &

. -
Per determinare il valore di & corrispondente a t=-—, troviamo l'ordinata
di A mediante 'equazione della parabola:

| _(L)z_i
Ya= 15 4

. . (1 . ;
e sostituiamo le coordinate di A(—Z—; Z) nell'equazione del fascio:
1 ' _ 8
—k+1—k+1=0—>k—4k+8=0— k=—.
+ 3
Dal grafico ricaviamo che 'equazione ha:
8

una soluzione per &> —5— .



DISCUSSIONE EQUAZIONI GONIOMETRICHE
PARAMETRICHE LINEARI

(ksenx—cosx—1=0
Discutere la seguente equazione <

goniometrica parametrica lineare:

7T
O<x=—

4

“

Poniamo senx= Ye cos x= X, ottenendo:

RY—X—1=0 fascio di rette di centro C(—1; 0)
X2+ Y2=1 circonferenza goniometrica

™

+

<« Figura 15. [ valori di &
tendono a + % proceden-
do in senso orario dalla

retta X = — 1, corrispon-
dente a & = 0, verso la ret-
taY=0.




A (1;0) X

k

0

Determiniamo il valore di k corrispondente alla retta passante per

(\/E \6)

2

.\6 \/5—1:0 - V2k=V2+2 — k= V24 2—1+\/_
2 2 V)

L'equazione ha:

una soluzione per =1+ V2.



